Uma curva de cada vez...

A espiral equiangular
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A espiral equiangular

A espiral equiangular, também apelidada de logaritmica,
foi inventada por René Descartes (1596-1650) em 1638 e
intensamente estudada uns anos depois pelo matematico sui¢o
Jakob Bernoulli (1655-1795), que lhe chamava spira mirabilis.
Deveria fazer parte dos temas de geometria sugeridos
na escolaridade obrigatdria, dadas as suas numerosas e
interessantes propriedades e e a facilidade do seu estudo com
um programa de geometria dindmica.

As espirais serdo construidas nestes artigos — e sugerimos
que o sejam pelos alunos — com este tipo de software, da
seguinte forma ":

o um parametro ¢ é construido na recta 01 ou na semi-recta
015

« t pode ser expresso como um numero real (a sua abcissa) ou,
se multiplicado por I radiano, como medida de angulos em
radianos;

e arecta s éaimagem de 01 pela rotacdo de centro 0 e 4ngulo
t radianos;

o desta forma, quando f percorre 01 com movimento
uniforme, a semi-recta s roda em torno do ponto 0.

O ponto P que vai tragar a espiral é um ponto que se move
sobre a recta s a0 mesmo tempo que esta roda em torno de 0. A
posic¢do de P sobre a semi-recta s serd dada pela sua distdncia a
0, que dependerd do valor da abcissa de t.

Recorde o leitor que na espiral de Arquimedes o movimento
de Pdependia linearmente de t, ou seja, era dada uma constante
positiva k — valor da referida distincia para t=I — e depois,
para qualquer t, a distdncia de P a 0 seria k.t. Ou seja, quando
o angulo da recta s com 01 variasse de I para 2 radianos, por
exemplo, o valor da distincia referida passaria de k para 2k.

No caso da espiral equiangular, o que se pretende é que
- dito informalmente - o crescimento seja exponencial e ndo
linear. Ou seja, que a distancia de P ao ponto 0 seja k' em lugar

de k.t.

Figura 1

Construamos, entdo uma espiral equiangular (fig. 1):
Seja k um numero positivo (na figura, k=1.3). E seja t um para-
metro em 01 (na figura, t=.60 e t=.60 rad). Construamos o
ponto P:
o temos k' = 1.3°°°=1.17 para t=.60; B
« marcamos o ponto k‘=1.17 sobre a semi-recta 0I (menu
Graph: Plot Value on Axis);
« efectuamos a rotagdo (angulo .60 rad e centro 0) do ponto k'e
obtemos o ponto P sobre s (ndo representada na figura) — serd
o ponto da espiral correspondente a t=.60;
« seleccionamos ¢ e P e tragamos o lugar geométrico de P
quando ¢ percorre a recta 01 (Menu Construct:Locus).
Obtemos desta forma a espiral equiangular para o valor de
k=1.3. Naturalmente, como para t=0 o valor de k' é 1, a espi-
ral passa pelo ponto I. Obtemos uma espiral “paralela” (a tra-
cejado, na figura) passando pelo ponto A (abcissa a=0.42 na
figura) se, na construgdo anterior, substituirmos k' por a.k'.
Veja, no site de apoio a este artigo, o video equi_].mov.2

Donde provém o nome “equiangular”?

O nome equiangular refere-se a uma propriedade caracte-
ristica deste tipo de espiral. Considere um ponto qualquer da
espiral - seja Q - e o angulo ¢ (fig. 2) entre a semi-recta 0Q; e
a semi-recta QQ; tangente a espiral no ponto Q. Pode demons-
trar-se —recorrendo &
analise matemdtica, o que
estd fora do ambito deste
artigo e certamente fora do
ambito da matematica na
escolaridade  obrigatéria
— que o dngulo ¢ é cons-
tante para qualquer ponto
Q da espiral.

Como estamos no sec.
XXI, temos acesso a progra-
mas de geometria dinimica
— eisso devia acontecer com
os alunos da escolaridade-
brigatéria!
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Veremos em seguida como uma simples constru¢ao mos-
tra claramente essa propriedade da equiangular.

A demonstragdo pela analise de que o angulo ¢ é cons-
tante pode encontrar-se, por exemplo, no livro Introduction
to Geometry de Coxeter®. Como o leitor pode concluir, dado
o modo como construimos a espiral, se o angulo ¢ constante,
entdo deve estar directamente relacionado com a constante k
escolhida. Na realidade, o que Coxeter demonstra é que

¢ =arctan (1/Ink) ou k=e“?

Suponhamos entdo que pretendiamos mostrar a constin-
cia do referido 4ngulo numa espiral equiangular em que ¢
(que designamos por dngulo de referéncia da espiral) é igual a
80° (equivalente a 1.4 rad). No GSP, procedemos da seguinte
forma:

o calculamos o correspondente valor de k (usando a calcula-
dora do GSP); k = g0t 14 = (W/tanl4)_7 19,

o tracamos a espiral para k=1.19 (como fizemos anteriormente
(resultando dai a espiral da fig. 3). Depois escolhemos trés
pontos quaisquer P;, P, e Ps sobre a espiral. Unimos 0 com cada
um destes pontos e depois, com centros respectivamente em
P;, P, e P; efectuamos rotagdes das rectas 0Py, OP; e OP; (dngulo
1.4 rad). A fig. 3, embora ndo demonstre, mostra intuitiva-
mente, com uma grande “for¢a de convic¢ao”, que os calculos
de Coxeter estavam correctos...

Veja, no apoio online a este artigo, o video
equi_2.mov. Servindo-se desse video, o professor, como diria
Sebastido e Silva, pode “dar ao ensino uma orientagéo de tal
modo natural, que o aluno seja levado a aceitar os factos intui-
tivamente, e com uma for¢a de convic¢do semelhante a que nos
vem da demonstracéo rigorosa desses factos.”

Dois modos de construir a espiral equiangular

Existem numerosos processos de construir este tipo de espiral,
e dai o nome de espiral maravilhosa que lhe deu Bernoulli...
Iremos apresentar aqui dois exemplos, possiveis de realizar
por alunos da escolaridade obrigatdria, mediante o uso de um
programa de geometria dindmica.
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Exemplo 1. Curvas de perseguicao

Imaginemos um quadrado ABCD e quatro galgos — G;, G,
G; e G4 — colocados respectivamente nos pontos A, B, Ce D
(fig. 4).

Suponhamos que, num dado instante, os quatro galgos come-
¢am a perseguir-se mutuamente, correndo todos & mesma
velocidade: G; persegue G, G persegue Gs, G; persegue G, e
G, persegue G;! Podemos pedir ao Sketchpad — veja, no apoio
online a este artigo, o video equi_3.mov, para perceber como...
— que trace as curvas seguidas pelos galgos até um pouco
antes de se encontrarem no centro do quadrado. Cada uma das
curvas tragadas pelos galgos — g1, &2, g5 € g« — ¢ uma espiral
equiangular; para uma justificacao informal deste facto, veja o
apoio online a este artigo.

Exemplo 2. A espiral equiangular por iteragao.

Vamos mostrar os primeiros passos do inicio deste tipo de
construgdo, que resultardo na fig. 5, e depois desenvolver as
construgdes seguintes no website de apoio a este artigo. O ini-
cio consiste na sequéncia seguinte:
o construgdo de um segmento 01 e da semi-recta 01
o escolha de trés pardmetros que serdo os trés angulos a=.5rad,
p=1.5rad e -a — no caso da fig. 5;
« duas rotagdes da semirecta 01 com centro em 0 e 4ngulos « e
-a, obtendo as semi-rectas s; € s;
o uma rota¢ao da semi-recta 0I com centro em I e angulo f3
obtendo a semi-recta ss;
« e finalmente uma rota¢éo de s; com centro em I e angulo -«
obtendo a semi-recta s,.

Designamos por A e B as intersecgdes respectivamente de
sqcom s; e de s; com s,

Note-se que desta forma temos tudo preparado para repe-
tir (iterate) este processo, obtendo novos pontos A;, A; e A; (e
também B;,B; e B;). A; obtém-se a partir de 0 e A precisamente
como A se obtivera a partir de 0 e I (e analogamente para os
pontos B).



alfa = radians
beta = radians

- alfa = -0.50 radians

Figura 5

Detalhes deste procedimento encontram-se no site de
apoio a este artigo.

O que obtivemos até agora? Nao uma curva “continua”,
mas uma figura formada por pontos cada vez mais numero-
s0s, 0s quais, unidos por segmentos, sugerem a curva final.
Observe que a fig. 5 depende, de modo decisivo, dos parame-
tros angulares a e 3. O pardmetro f3 é o dngulo de referéncia da
espiral equiangular que estamos a construir. Intuitivamente,
sendo A o “ponto seguinte” a I, arecta 1A éa “tangente” a espi-
ral no ponto 1!

Quanto a «, sendo o éngulo entre as semi-rectas ol e s,
define o afastamento entre “pontos consecutivos da figura
(curva)”. Ao repetirmos este processo usando valores de «
menores, as figuras obtidas por iteracdo aproximam-se da
espiral. O processo completo esta descrito nas paginas e videos
do website de apoio a estes artigos.

Notas

1. Nao deixe de ler - ou reler — a nota prévia com que inicia-
mos o artigo sobre a espiral de Arquimedes (E&M n° 141), pois
sao dadas ai indica¢oes importantes comuns a todos os artigos
sobre curvas que publicaremos. Note-se que o parametro ¢, no
caso da espiral equiangular, serd um ponto da recta 0I e ndo
da semi-recta 0I.

2. Consulte paginas on line de apoio a este artigo no enderego
www.eduardoveloso.pt.

3. H. S. M. Coxeter, Introduction to Geometry (pag. 126; John
Wiley & Sons, Inc. segunda edigdo).

4. Veja o magnifico texto de Jaime Carvalho e Silva

O pensamento pedagégico de José Sebastido e Silva - uma pri-
meira abordagem

em https://www.mat.uc.pt/~jaimecs/pessoal/sebsilva.html



